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Introduzione

Le attivita previste dal Dipartimento di Ingegnergell’'Informazione e Matematica
Applicata dell’'Universita di Salerno nell’ambito Idprogetto Cresco, inquadrate n8P II1.3
Modelli e Strumenti di supporto alla Ottimizzazione e Riconfigurazione delle Reti,hanno
riguardato la definizione di algoritmi di instradano per reti di telecomunicazioni modellate con
un approccio fluidodinamico, basato sulle leggecalservazione.

Il documento é articolato in tre parti. La primpaita brevemente il modello macroscopico
proposto per reti di telecomunicazioni e gli algoridi instradamento utilizzati: RA1 e RA2. In
particolare, vengono evidenziate in maniera sosémie principali differenze tra i due algoritmii d
routing: il primo instrada i pacchetti sui link ascita in base a dei coefficienti prefissati; it@edo,
invece, tiene conto di possibili sovraccarichi dette prevedendo il reindirizzamento dei pacchetti
Viene trattato anche il fenomeno dei loops, in pairebbero incorrere i pacchetti nel caso del
secondo algoritmo, RA2, problema risolto mediaritéarbduzione, nel modello, delle sorgenti e
delle destinazioni.

La seconda parte analizza la stratificazione dlilidella rete Internet, spiegando come |l
modello sia in grado di descrivere applicazioniaiéivello trasporto sia allo strato di rete, anzé
i principi di instradamento generali relativi alieti di telecomunicazioni, e in particolare gli
algoritmi di instradamento che si usano nel modilimodinamico. Nello specifico, nella seconda
sezione, si riporta una descrizione di alcuni atgordi instradamento globale, un cui esempio &
I'algoritmo di Dijkstra, e di algoritmi di instrad@ento decentralizzato, come l'algoritmo distance
vector. Il funzionamento di tali algoritmi ricalda procedure di instradamento usate nel modello
fluidodinamico per reti di telecomunicazioni.

La terza ed ultima parte del documento, invecegrt@gp una descrizione rigorosamente
analitica degli algoritmi di instradamento. Nellpesifico, viene data dapprima una panoramica
sulle grandezze fondamentali del modello, si itsd le dinamiche dei pacchetti sulle linee della
rete di telecomunicazioni, e poi sulla rete e gusuil nodi, e si introduce un’equazione semilineare
che descrive le funzioni tipo — traffico, che meuw la porzione di densita totale proveniente da
una sorgente e che va verso una destinazione. theppoi dalla definizione dei Riemann Solver
per la descrizione della dinamica ai nodi dellaereviene presentata una formulazione

matematicamente esaustiva degli algoritmi di imstraento proposti.



1 Modello fluidodinamico per reti di telecomunicazion

La rete di telecomunicazioni viene descritta danumero finito di linee di trasmissione modellate
da intervalli [ai, b] (con uno dei due estremi possibilmente infinitbg si incontrano in qualche

nodo (routers) che riceve e invia informazioni émnfia di pacchetti. Ciascun pacchetto pud essere
visto come una particella sulla rete, ma bisognaerteconto di questioni specifiche di
telecomunicazioni, ad esempio avendo in mente tk Irgernet si assume che ciascun pacchetto
viaggia sulla rete ad una fissata velocita e comssegnata destinazione finale e che i routers
ricevono, processano e instradano i pacchetti assgmo essere persi con una probabilita che
aumenta allaumentare dei pacchetti processati.

L’idea e di guardare alla rete in una scala tempardermedia in modo tale che la trasmissione dei
pacchetti avviene ad un livello piu veloce ma gluiibri della intera rete sono raggiunti solo
asintoticamente. Cio permette di costruire un modge si basa su una descrizione macroscopica.
Se si considerano due routers consecutivi, poicagcen router rimanda al nodo successivo i
pacchetti persi fin quando non arriva ad essaoghake di ricezione, si pud assumere che in unascal
temporale intermedia i pacchetti sono conservassBndo poi a “backbones” della rete, che sono
formati da molti router consecutivi, e guardandauima scala spaziale larga, si arriva a considerare
un modello consistente in una singola legge di emazione, in cui la quantita conservata e la

densita di pacchetto:
ot f(p), =0,

dove p e la densita dei pacchetti (numero di pacchettupéa di spazio) edf = p v(po) e il flusso
(numero di pacchetti per unita di tempo), odrp) velocita di trasmissione dei pacchetti.

Poiché la velocita su ciascuna linea € suppost@amas € possibile ricavare una velocita media di
trasmissione tra i routers considerando la quadtifmcchetti che pud essere persa. Assegnando una
probabilita di perdita di pacchetto come funzioedialdensita, passando al limite nella procedura di
invio e rinvio dei pacchetti si ottiene una funzorelocita e quindi una funzione flusso.
Si & supposta una funzione di probabilita di parditpacchetti del tipo:
0, O<p<o,
p(p) = 2(p[;0'), o<p<p,

dove p,... € la densita massima supportata da una lineee en valore soglia prefissato.

A partire da tale probabilita si é ricavata unabeegh media di trasmissione



Vv, O<p<o,
v(p) =V(- p(p)) = v(20—p), o<p<p.
e da qui la funzione flusso.
Su ciascuna linea di trasmissione viene anche dersbd un vettore che descrive le funzioni di
tipo traffico, cioe le percentuali di pacchetti ckhanno da una fissata origine ad una fissata
destinazione e la cui introduzione e giustificataseguito. L’evoluzione di segue un’equazione
semilineare

7 +v(p)71, =0,

che viene accoppiata alla legge di conservazione.

Poiché I'obiettivo &€ quello di modellare reti compse € stata risolta la dinamica ai nodi in
cui molte linee si intersecano. Il passo princigade la risoluzione del Problema di Cauchy ai nodi
consiste nella risoluzione del problema di Riemgmoplema di Cauchy con dati iniziali di tipo
Heavy-side. Alle giunzioni i Problemi di Riemanmsosottodeterminati per cui sono stati introdotti
ulteriori condizioni. Sono state considerati dugoakmi di instradamento dei pacchetti:

RAL: | pacchetti dalle linee entranti vanno su quelkxenti in base alla destinazione finale,
massimizzando il numero di pacchetti solo sulledientranti.

RA2: | pacchetti dalle linee entranti vanno instradati quelle uscenti al fine di massimizzare il
numero di pacchetti sulle linee entranti ed uscenti

Uno dei drawbacks dei precedenti algoritmi &€ che sicconsidera il percorso globale del pacchetti.
Per esempio consideriamo una rete in cui alcuni smub congestionati: se usiamo l'algoritmo RA2
che massimizza il flusso sulle linee entranti edens i pacchetti non sono instradati verso nodi

congestionati, per cui potrebbero entrare in loops.

congeste(

Figura 2.1: Rete congestionata e loops.

Questi ultimi sono evitati se si considerano chpacchetti originati da una sorgente e con
un’assegnata destinazione hanno percorsi pretisteino della rete. Tali percorsi sono determinat

dal comportamento alle giunzioni attraverso il ostr.



Sono state considerate diverse funzioni di distidmi del traffico che descrivono diverse strategie
di routing:
1) Ad una giunzione il traffico iniziato da una sorgers e con destinazione finald,
proveniente dalla linea di trasmissione i, viersradato su un’assegnata linea
2) Ad una giunzione il traffico iniziato da una sorters e con destinazione finald,
proveniente dalla linea di trasmissioneviene instradato su ogni linea (con coefficienti
probabilistici) o su alcune di esse.
La prima funzione di distribuzione del traffico egg stata considerata per il traffico stradale, pe
cui ci e focalizzati sulla seconda, in particolsomo stati analizzate due casi:
2.a) in una giunzione il traffico proveniente da’assegnata sorgente e con un’assegnata
destinazione viene instradato o non instradatmsuinea uscente;
2.b) in una giunzione il traffico proveniente da'assegnata sorgente e con un’assegnata
destinazione viene instradato su ogni linea usaameaina certa probabilita.
Partendo da una funzione di distribuzione delizaféd usando il vettore, si calcola la matrice di
distribuzione del traffico.
Per risolvere la dinamica ai nodi infine sono stwéénite le soluzioni ai Problemi di Riemann nei
seguenti casi:
= Algoritmo RAL, funzione di distribuzione di tipo a
= Algoritmo RA1, funzione di distribuzione di tipo Rb
= Algoritmo RAZ2 funzione di distribuzione di tipo 2a)

= Algoritmo RA2 funzione di distribuzione di tipo 2b)



2 Principi di instradamento

Una rete puo essere stratificata a livelli, corhesitato nella seguente figura:

P
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Figura 2.1: stratificazione della rete Internet.

Analizziamo nel dettaglio lo strato di trasportestrato di rete.

Lo strato di trasporto permette la regolazione fligdso di informazioni mediante protocolli
affidabili (TCP/IP) che gestiscono meccanismi dikramvledgement (corretta ricezione
dell'informazione) e ritrasmissione (in caso digi&x di informazioni).

Lo strato di rete gestisce la comunicazione tramaachina (host) ed un'altra; accetta una richiesta
di inoltro di un pacchetto dallo strato di trasportrea il datagram di base della rete formattando
opportunamente il pacchetto ricevuto per poi trasbe dalla sorgente alla destinazione senza
garantire la correttezza della trasmissione.

Quindi, la differenza principale tra i due stratihee:

» lo strato di trasporto € affidabile e garantiscedaservazione del numero dei pacchetti (con
opportuni meccanismi di controllo dei pacchetteviati e ritrasmissione);

* lo strato di rete non ¢ affidabile e smista le iinfazioni ricevute dal livello trasporto dalla
sorgente alla destinazione. Di fatto, la non affitii&x dei protocolli dello strato di rete non e
sorprendente, dal momento che eventuali contrelliyma corretta ritrasmissione si sono gia
avuti al livello di trasporto.

Il modello fluidodinamico proposto per le reti diécomunicazioni e basato sulla conservazione del
numero dei pacchetti sulle linee della rete. Sorgeindi, I'esigenza di far riferimento a
comunicazioni affidabili. Quindi, il modello puosese usato in tutti quei tipi di comunicazioni che

fanno uso del protocollo TCP/IP.



La legge di conservazione che descrive il modalio gssere utilizzata per definire le dinamiche su
una linea di trasmissione; ma, affinché possa deser le dinamiche ai nodi, occorrono delle
regole, che sono, appunto, gli algoritmi di ins&ia&nto, che regolano il passaggio
dell'informazione da un punto all'altro della ret@uindi, per la descrizione delle dinamiche ai
nodi, si puo far riferimento allo strato di rete.

Il ruolo dello strato di rete & “ingannevolmentegngplice: trasportare pacchetti da un host che
spedisce ad un host che riceve, e quindi regolaardcamente i meccanismi che intervengono nel
trasporto dell'informazione tra sorgente e desima | ruoli che competono a questo strato sono
principalmente tre:

» determinazione del percors@o strato di rete deve determinare il tragitto sty dai
pacchetti che fluiscono da un sender a un recei@ér.algoritmi che calcolano questi
percorsi sono dettialgoritmi di instradamento (routing algorithm$. Un algoritmo di
instradamento deve determinare, per esempio, dopsv lungo il quale i pacchetti devono

fluire da un certa sorgente (host sorgertig)ad una destinazione (host destinaziorg)

* commutazioneQuando un pacchetto giunge all'ingresso di uneujuesto deve trasferirlo

sull'appropriato link (linea) in uscita. Per esempiin pacchetto in arrivo dall’hodd, al
router R, deve essere instradato al successivo router stbnge versoH, .

* impostazione della chiamat&lel protocollo TCP, & necessario un handshake ai¢ (un
meccanismo di controllo incrociato) prima che iid#iscano realmente da sender a
receiver. Questo permette a sender e receiverghstare le necessarie informazioni di stato
(per esempio, numeri di sequenza e valore inidal&a finestra per il controllo del flusso).
In modo analogo, alcune architetture dello stratecete (per esempio, il protocollo ATM)
richiedono che i router lungo il percorso sceltbadsorgente alla destinazione scambino un
handshake (un meccanismo di sincronismo) in modimng@astare lo stato prima che i dati
iniziano effettivamente a fluire. Nello strato @t&, a questo processo ci si riferisce come
all'impostazionedella chiamata(call setup).

Analizziamo piu nel dettaglio gli algoritmi di imatlamento.

Per trasferire i pacchetti da un host che spedidideost di destinazione, lo strato di rete deve
determinare il percorso (path) o rotta (route) ichacchetti devono seguire. A prescindere dal fatto
che lo strato di rete puo fornire un servizio dedag (in questo caso differenti pacchetti fra una
coppia di host possono seguire percorsi diversipaervizio a circuito virtuale (nel quale tutti i

pacchetti fra una data sorgente e una data destm@aseguiranno lo stesso percorso), esso deve



comunque preoccuparsi di determinare il percorsairdipacchetto. Questo € il compito del
protocollo di instradamento (routing protoco) dello strato di rete.

Il nucleo di ciascun protocollo di instradame € un algoritmo (&lgoritmo di
instradamento) che determina il percorso di un pacchetto. Lopecai un algoritmo di
instradamento e semplice: dato un gruppo di routelegati da vari link, un algoritmo di
instradamento trova un “buon” percorso dalla somgethla destinazione. Tipicamente, un “buon”
percorso € quello che ha il “minimo costo”. L'agitme grafica usata per formulare gli algoritmi di

instradamento e illustrata in Figura 2.2.

Figura 2.2: Modello astratto di una rete.

Nella figura, i nodi rappresentano i router (i puntcui sono prese le decisioni sull'instradamento
dei pacchetti) e le linee (“archi” nella terminoiaglella teoria dei grafi) che collegano questiinod
rappresentano i link fisici fra questi router. Unkl ha anche un valore che rappresenta il “costo”
della spedizione di un pacchetto attraverso il.lihicosto puo riflettere il livello di congestiort
guel link (per esempio, un link transoceanico puéra un costo piu alto di un link terrestre che
copre una breve distanza).
Data l'astrazione grafica, il problema di @o® il percorso a costo piu basso da una
sorgente a una destinazione richiede di determunaaieserie di link in modo tale che:
» il primo link sul percorso sia collegato alla sarge
» l'ultimo link sul percorso sia collegato alla destzione;
e per tutti glii, i link i e { —1) — esimo sul percorso siano collegati allo stessio;
e per il percorso di minor costq la somma dei costi di un link sul percorso € laima tra
quelle di tutti i percorsi possibili fra sorgentelestinazione. Si pud osservare che, se i costi
di tutti i link sono uguali, il percorso di minoosto coincide con ipercorso piu corto
(cioé, il percorso che attraversa il minor numartink fra sorgente e destinazione).
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Nella Figura 2.2, per esempio, il percorso di migosto fra il nodoA (sorgente) e il hod&
(destinazione) € lungo la rotéDEC.

Genericamente, un modo per classificare gli algordi instradamento € in funzione del fatto che
siano globali o centralizzati:

* un algoritmo di instradamento globale (global routing algorithm calcola il percorso di
minor costo fra una sorgente e una destinazioaedass conoscenze sulla rete complete,
globali. Vale a dire, I'algoritmo prende come inpatconnettivita fra tutti i nodi e tutti i
costi dei link. Questo presuppone allora che I'atgm ottenga in qualche modo queste
informazioni prima di eseguire effettivamente illacdo. Il calcolo stesso pud essere
eseguito in un posto (un algoritmo di instradamegitdale centralizzato) o replicato in piu
siti. Qui il fattore caratteristico principale, camgue, € che un algoritmo globale ha
informazioni completesulla connettivita e sui costi dei link. In pratiagli algoritmi con
informazioni di stato globali spesso ci si rifegstome aglalgoritmi basati sullo stato dei
link (link state algorithrp poiché I'algoritmo deve essere a conoscenzaasb di ciascun
link nella rete;

* in un algoritmo di instradamento decentralizzato (decentralized routing algorithm il
calcolo del percorso di minor costo € eseguito adminterattivo e distribuito. Nessun nodo
ha informazioni complete sul costo di tutti i lidklla rete. Piuttosto, ciascun nodo comincia
con la conoscenza del costo dei link ad esso dimethte collegati. Allora, attraverso un
processo interattivo di calcolo e scambio di infammni con i nodi ad esso vicini (vale a
dire, i nodi collegati all’'altra estremita dei linkui esso e collegato), un nodo calcola
gradualmente il percorso di minor costo verso wstidazione o un gruppo di destinazioni.
Un tipico algoritmo di instradamento decentralizzatl’algoritmo distance vector Esso e
detto algoritmo “distance vector” perché un nodo o mai realmente conoscere un
percorso completo dalla sorgente alla destinaziBsso conosce solo il nodo vicino a cui
deve inviare un pacchetto allo scopo di raggiunge data destinazione lungo il percorso

di minor costo, e il costo del percorso da se etala destinazione.

2.1 Algoritmo di instradamento basato sullo stato delihk

Per un algoritmo basato sullo stato dei litikk( state algorithn) la topologia della rete e tutti i
costi dei link sono noti; cioé, disponibili comeput dell’algoritmo. In pratica, cio si realizza con
ciascun nodo chrasmette le identita e i costi dei link ad esso collegatuti i router nella rete.

Questatrasmissione dello stato dei link(link state broadca¥tpud avvenire senza che i nodi
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debbano conoscere inizialmente le identita di glitaltri nodi della rete. Un nodo richiede solio d
conoscere l'identita e i costi di collegamento sbeo direttamente collegati ad esso; conoscera la
topologia del resto della rete attraverso la ricegidelle trasmissioni dello stato dei link effateu
dagli altri nodi. Il risultato della trasmissionellb stato dei link di tutti i nodi € che tutti iodi
hanno un’identica e completa visione della ret@as@in nodo puo allora far funzionare I'algoritmo
dello stato dei link e calcolare lo stesso gruppeedcorsi di minor costo come qualsiasi altro ouol
L’algoritmo dello stato dei link piu conasto é l'algoritmo di Dijkstra, dal nome del suo
inventore. L'algoritmo di Dijkstra e iterativo e e proprieta che dopo la— esima iterazione esso
determina il percorso di minor costo penodi di destinazione, e fra tutti i percorsi dinmi costo
verso tutti i nodi di destinazione, quédspercorsi avrannok costi minori.
Senza entrare nei dettagli dell’algoritmo, si pusseyvare che I'algoritmo basato sullo strato del
link (LS), di cui Dijkstra ne rappresenta un esempbnsiste di un passo di inizializzazione seguito
da un ciclo lpop). Il numero di loop eseguiti € uguale al numero redi nella rete. Al termine

I'algoritmo avra calcolato i percorsi piu corti dabdo sorgente a tutti gli altri nodi nella retba

una complessita, nel peggiore dei casi, del Gx(cmz), doven € il numero di nodi della rete.

Occorre considerare, in merito all'algmo LS, una patologia che puo insorgere. La Figura
2.3 mostra una semplice topologia di rete doveste dei link € uguale al carico smaltito dai link;
guesta misura riflette, per esempio, il ritardo sheubisce. In questo esempio, i costi dei link no
sono simmetrici, cioé il costo daaB e uguale al costo da adA solo se il carico trasportato in
entrambe le direzioni sul linkB e lo stesso. In questo esempio, il nddarigina un’unita di
traffico destinata ad e il nodoC inserisce una quantita di traffico ugualeeadnch’esso destinato
ad A. L'instradamento iniziale é illustrato in Figura3d) con i costi dei link corrispondenti al
traffico trasportato.

Quando l'algoritmo LS passa alla fasecsssiva, il nod& determina (basandosi sui costi
dei link in Figura 2.3a) che il percorso in sensario versoA ha costo 1, mentre quello in senso
antiorario sempre vers@ (che é stato usato) ha un costo di & Quindi il percorso d& versoA
con il minor costo e quello in senso orario. Atesso modoB determina che il percorso con minor
costo vers é anch’esso in senso orario, dando luogo ai cosstrati nella Figura 2.3b. Quando
l'algoritmo LS passa alla fase successiva, i i8dC, e D rilevano tutti un percorso a costo zero
versoA in senso antiorario, e instradano tutti il loraffico sul percorso in senso antiorario. Nella
fase successiva di funzionamento dell’algoritmo L&t i nodi B, C e D instraderanno il loro

traffico in senso antiorario.
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Figura 2.3: oscillazioni nell'instradamento.

In pratica, si creano dei cicli nel percorso defbirmazione, un fenomeno che si verifica in
qualsiasi algoritmo di instradamento che usa ung&icaedi link basata sulla congestione o sul
ritardo.
Una soluzione potrebbe essere di imporre che i destlink non dipendano dalla quantita di
traffico trasportato, una soluzione inaccettabieché un obiettivo dell'instradamento e di evitare
I'utilizzo dei link fortemente congestionati (peseanpio, caratterizzati da elevati ritardi).

Un’altra soluzione € di evitare chéiturouter mettano in funzione l'algoritmo LS el
stesso momento. Questa soluzione sembra piu ragileepoiché possiamo sperare che sebbene
I'algoritmo LS funzioni sui router con la stessaipdicita, 'istante di esecuzione dell’algoritmo

non sara lo stesso in tutti i nodi.

2.2 Algoritmo di instradamento distance vector

Mentre I'algoritmo LS €& un algoritmo che usa l'inizazione globale, I'algoritmdistance vector
(DV, vettore delle distanze) é iterativo, asincrondisribuito. Esso e distribuito perché ciascun
nodo riceve alcune informazioni da uno o piu “vitiai quali & direttamente collegato, esegue un
calcolo, e puo quindi distribuire i risultati delescalcolo indietro ai suoi vicini. E’ iterativo hé
guesto processo continua finché non viene piu s@debalcuna informazione tra i vicini
('algoritmo si auto — arresta). L’algoritmo € asiono perché non richiede a tutti i nodi di operare

con sincronismo tra loro.
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La principale struttura dati nelalitmo DV é latabella delle distanzemantenuta a
ciascun nodo, che permette una forma di comuninazia nodi vicini feighbour — to — neighbpr
che si svolge nell'algoritmo DV: ciascun nodo deamoscere il costo di ciascuno dei percorsi di
minor costo dei suoi vicini per ciascuna destinagioQuindi, in qualunque momento un nodo
calcola un nuovo costo minimo verso una destinagziesso deve informare i suoi vicini di questo
nuovo costo minimo. A partire dalla tabella delléstanze, € possibile undabella di
instradamento di un nodo (che indica quale link in uscita dowebkessere usato per inoltrare i
pacchetti a una data destinazione e che, in sastaldz un’idea delle probabilita di instradare i

pacchetti su un determinato link di uscita).

2.3 Algoritmi RAl e RA2

Gli algoritmi di instradamento utilizzati nel mottelfluidodinamico per reti di telecomunicazioni
sSono i seguenti:

RAL: | pacchetti dalle linee entranti vanno su quelkxenti in base alla destinazione finale,
massimizzando il numero di pacchetti solo sulledientranti.

RA2: | pacchetti dalle linee entranti vanno instradati quelle uscenti al fine di massimizzare il
numero di pacchetti sulle linee entranti ed uscenti

La differenza principale nei due algoritmi € chentne il primo é indifferente a possibili
sovraccarichi della rete, e si comporta con abusaotazione come uno “switch”, il secondo
indirizza i pacchetti sulle linee uscenti tenend@onsiderazione i carichi e dunque ridirezionando
pacchetti in modo tale da massimizzare il flussossille linee entranti che su quelle uscenti. Aacor
con qualche abuso di notazione, potremmo dire tls®dondo algoritmo si comporta come un
‘router”.

In pratica, l'algoritmo RA1 smista sulle linee dsaita non tenendo conto del congestionamento, a
differenza dell’algoritmo RAZ2.

L’algoritmo RAL, gia usato per i modelli di traficstradale, prevede I'uso di una matrice di
distribuzione del traffico, i cui coefficienti desmono la percentuale di pacchetti che dalle linee
entranti vengono indirizzati sulle linee uscengr Pesistenza delle soluzioni ai problemi di Caych
ci si e ristretti al caso di nodi semplici con dimee entranti e due linee uscenti ma, a differededa
traffico stradale, & stato ottenuto un bound pcesiglla variazione totale della densita, grazie ad
alcune ipotesi sulla funzione flusso, ed é statopessibile derivare I'esistenza delle soluzioni ai
problemi di Cauchy, attraverso il metodo del wananf tracking. Non e stato invece possibile
provare la dipendenza continua dai dati.
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La figura 2.4 mostra un nodo di una rete, compdstalue linee entranti e due linee uscenti. In
guesto caso, la matrice di distribuzione del tcaffié caratterizzata, essenzialmente, da due
parametri,a , che indica la percentuale di pacchetti che dalka 1 viene instradata verso la linea
3, e [, che rappresenta la percentuale di pacchetti ati@ kihea 2 viene direzionata verso la linea
3. Si noti che le probabilita complementarird e 1- [ rappresentano, rispettivamente, le

percentuali di pacchetti che si dirigono dalla éirfealla linea 4 e dalla linea 2 alla linea 4.

Figura 2.4: comportamento dell’algoritmo RA1 in wdbo della rete.

Per quanto riguarda il secondo algoritmo, non aersito per il traffico stradale in quanto il
ridirezionamento non e previsto da un punto diavisiodellistico (fenomeno che si verifica in casi
eccezionali, quali forti congestioni o chiusurastiiade), la dinamica alla giunzione (che comporta
l'unicita delle soluzioni ai Problemi di Riemanniere descritta mediante dei parametri di priorita,
che descrivono le priorita tra i flussi di pacchsttlle linee entranti, e coefficienti di distriione
che hanno lo stesso significato di quelli dellannatdi distribuzione del traffico.

L’algoritmo RA2, a differenza dellRA1, ha un fummiamento regolato sul massimo flusso in
ingresso ad un nodo e il massimo flusso in uskEte stesso nodo.

In particolare, se il massimo flusso in arrivo ablo (proveniente dalle linee di ingresso) € minore
del massimo flusso che puo essere smistato sake Idi uscita, allora tutta l'informazione che
giunge al nodo pud essere smistata in uscita. Quindée bisogno di alcuni coefficienti di
distribuzione che indichino le percentuali di flasgdi ingresso che competono ad ogni linea di
uscita. La situazione e illustrata in figura 2.5velo in particolare @ e 1-a indicano,
rispettivamente, la percentuale di flusso che ddionva verso la linea di uscita 1 e verso la lidiea

uscita 2, rispettivamente.
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Figura 2.5:
Algoritmo RA2 nel caso dell'uso dei coefficientidistribuzione. | quadratini indicano una misurdaehpacita massima di ogni

linea. Le linee rosse indicano le direzioni desfludi traffico in uscita dal nodo.

Se il massimo flusso in arrivo al nodo (proveniesdéie linee di ingresso) € maggiore del massimo
flusso che pud essere instradato sulle linee ditaysallora non e possibile smistare sulle linee di
uscita tutta I'informazione che giunge al nodo. 1i@lili vi € bisogno di alcuni parametri di priorita

che indichino quali sono le percentuali dei flusslle linee di ingresso che massimizzano i flussi

smistati sulle linee di uscita. La situazione asitata in figura 2.6 dove, in particolage e 1- p

indicano, rispettivamente, le percentuali di flugsbe dalla linea 1 e dalla linea 2, rispettivamgente

vanno verso il nodo.
O ]

[l
H ] n 2
1-p
Figura 2.6:

Algoritmo RA2 nel caso dell’'uso dei parametri digsita. | quadratini indicano una misura della cé@amassima di ogni linea. Le

linee rosse indicano le direzioni dei flussi dffica in ingresso al nodo.

Y

Il vantaggio dell'algoritmo RA2 e che la variaziomel flusso in un nodo & conservata per
interazioni di onde provenienti da linee di trasiose, il che permette di ottenere stime sulla
variazione totale delle densita, e di costruire smlazione entropica ai problemi di Cauchy. Inqltre
utilizzando le tecniche dei vettori tangenti, slidostrata l'unicita e la dipendenza Lipschitzipea

soluzioni sull'intera rete. Questi ultimi risultagi differenziano da quelli ottenuti per il caso di
traffico stradale. Il motivo principale risiede laepossibilita di re-indirizzamento che modella il
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comportamento di routing di certe reti di telecomarione. Il risultato di dipendenza continua dei
dati mostra che la scelta di un algoritmo di tipouter” implica la stabilita delle soluzioni, rigpea
perturbazioni dei dati, contro l'instabilita otteawcon uno di tipo “switch”.
In realta gli algoritmi RA1 e RA2 possono essecemdotti a quelli gia descritti nella sezione 2.
In termini macroscopici il problema dell'instradamb@ puo essere formulato matematicamente
come un problema di ottimizzazione vincolata, metiauna matrice di distribuzione del traffico
che contiene dei coefficienti statistici (paramelirinstradamento) che indicano come il trafficd, a
un router, da un dato link di ingress@iene smistato verso un link di uscjtal vincoli di cui si
deve tener conto sono i seguenti:
* la somma dei flussi fra tutte le coppie sorgentgtidazione che passano attraverso il imk
devono essere inferiori alla capacita del inkvincolo sul massimo flusso per ogni link);
* la quantita di traffico che entra in ciascun routefsia da altri router, sia direttamente
dall'host collegato a quel router) deve essere legalla quantita di traffico che lascia il
router, o attraverso un link in uscita da attraverso I'host collegato direttamente a quel

router (vincolo di conservazione del flusso).

Il problema di ottimizzazione e allora trovare ursieme di flussi che convergono ai router in
maniera tale da soddisfare i vincoli presentati.sbluzione di questo problema di ottimizzazione
definisce allora I'instradamento usato nella rete.
In particolare, gli algoritmi di instradamento pose essere di due tipi, in questo caso:
» un algoritmo (Routing algorithm 1, RA1) che decdte, ad un determinato nodo della rete,
i flussi debbano essere smistati con una certaapibita verso i link di uscita (utilizzando
cosi una matrice di distribuzione del traffico)jetalgoritmo, lavorando su tabelle di
instradamento, é del tipo “distance vector”.
e un algoritmo (Routing algorithm 2, RA2) che decideme ridirezionare i pacchetti in
accordo alla congestione dei link. In particolagaindi, I'algoritmo RA2, proprio perché
lavora sulle condizioni di congestione sui linkg@ndi dei costi sui link) e di tipo “link —

state”.
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3 Definizione degli algoritmi di instradamento nel malello fluidodinamico

In questa sezione, si vogliono dettagliare gli atgu di instradamento (RA1l) e (RA2) per il

modello di reti di telecomunicazioni con sorgentdestinazioni. La sezione € organizzata nel
seguente modo: nel paragrafo 3.1, si daranno didfenizioni di base; nel paragrafo 3.2, si

discutera delle dinamiche relative alle linee distnissione; nel paragrafo 3.3, si descriveranno i
fenomeni associati alle dinamiche dei pacchettiastgte; nel paragrafo 3.4, si discutera delle
funzioni di tipo — traffico; nel paragrafo 3.5,d@scriveranno i Riemann Solver che costituiscono le
soluzioni dei Problemi di Riemann sulle linee entrad uscenti da un determinato nodo della rete.

Si osservi che i Riemann Solver sono diversi asgaalell’algoritmo di instradamento scelto.

3.1 Nozioni di base

Consideriamo una rete di telecomunicazioni, che éngieme finito di linee di trasmissione unite
da nodi, alcuni dei quali sono sorgenti e destm@ziFormalmente, introduciamo la seguente

definizione:

Definizione. Una rete di telecomunicazioni € data da uia- tupla (N,I , F, J, S, D, R) dove
¢ N e lacardinalita della rete, ovvero il numeroliiee della rete;

- | elacollezione delle linee, modellate da intéliv =[a,| 00, i=1,..N;
e F élacollezione delle funzioni fluss‘p:[o,,o,max] 0, i=1...N;

¢ J €& una collezione di sottoinsiemi ditl,...,£N} che rappresentano i nodi. Selj O0J ,

allora la linea di trasmissiond ; € una linea entrante per la giunziorde (al punto b ) se
j>0 ed e una linea uscente (al purao) se j <0. Per ogni giunzionel 0J , indichiamo
con Inc(J) rinsieme delle linee entranti, che sono le linketali che i0J e i >0, mentre

con Out(J) linsieme delle linee uscenti, che sono le lingetali che -i0Je i>0.
Assumiamo che ogni linea sia entrante per almenonago e uscente per almeno un nodo;

¢ S ¢ il sottoinsieme difl,...,N} che rappresenta le linee che cominciano da sorgdint
traffico. Quindi, jJS se e solo s§ non e uscente per qualche nodo. Assumiam@&aghe ;

e D é il sottoinsieme d{L,...,N} che rappresenta le linee che portano alle destorazdi
traffico. Cosi, j 0D se e solo s§ non é entrante per qualche nodo. Assumiamo Bhe] ;

¢ R é una collezione finita di funziomj. Per ogniJ, r,(i,s,d) indica la direzione di uscita
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del traffico che, cominciato alla sorgente s, haotine destinazione finale, e che ha raggiuto

dalla strada entrante i (considereremo anche ilcascui r, & a piu valori).

Di solito, si assume che la rete sia connessa,zioneé non strettamente necessaria.

3.2 Dinamiche sulle linee

Per la descrizione delle dinamiche delle densifapdechetti lungo le linee si fanno le seguenti
ipotesi:

(H1) le linee sono composte da processori conseciijvi che ricevono e mandano pacchetti. Il
numero dei pacchetti nel nodd, viene indicato coR, 1[0, R, ];

(H2) esistono due scale temporalit,, che rappresenta il tempo di viaggio fisico disingolo

pacchetto da un nodo ad un altro (assunta l'indipema dal nodo per semplicitd);, che
rappresenta il tempo di processamento, durantaialeqogni processore cerca di effettuare la
trasmissione di un dato pacchetto;

(H3) ogni processoreN, cerca di spedire tutti i pacchetR, allo stesso tempo. | pacchetti
vengono persi secondo una funzione di probabifita[0, R ] - [0,1], determinata inR,,, e i

pacchetti persi vengono rispediti ancora in unrugko temporale di ampiezZh.
Lo scopo € determinare i flussi sulla rete. Dal renta che la velocita di trasmissione di pacchetto
sulla linea puo essere assunta costante, e pess#bdolare una funzione di velocita media e quindi

una funzione di flusso medio.

Figura 3.1: Linea di trasmissione tra nodi consgcut

Focalizziamo I'attenzione su due nodi consecutiNj, e N,,,, assumiamo una situazione statica,
per esempioR, e R, sono costanti, e sid la distanza tra i nodi. Durante un intervallo di
processamento pari &, accadono i seguenti fenomeni. Tutti i pacch&tivengono spediti una
prima volta: (1- p(R.,)) R sono spediti con successo BR,;) R vengono persi. Al secondo
tentativo, dei pacchetti persip(R,,) R, (1-p(R.;) P(R,;) R vengono spediti con successo e

p’(R.,) R vengono persi, e cosi via.
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Indichiamo conAt,, la velocita di trasmissione media dei pacchetin ¥ :A% la velocita dei

= 20041~ p(Rwy)) B (R.o),

dove M =[T/At] (qui [ indica la funzione parte intera superiore) rapenga il numero di
tentativi associati all'invio di un pacchetto. Faeuo, inoltre, la seguente assunzione:
(H4) I numero di pacchetti non trasmessi per un ingdobtemporale e trascurabile.

Tale ipotesi corrisponde ad assumere adiig<<T o0, equivalentemente, ch& O+c. Per

M =+, si ha:

At (1~ C(RI=ITo R
Zn tO( p(R<+1)) lj] (R+1) (R<+1)

o

V_F_E( ~ P(R.1)) =V~ A(R,)). (3.1)

Sia ora p la densita media ¢, il suo massimo. Possiamo interpretare la funzigneome
funzione dip e, usando I'espressione (3.1) , determinare laspamdente funzione di flusso, data
dal prodotto tra la densita media e il flusso me#ioagionevole assumere che la funzione relativa
alla probabilita di perdita sia zero per intervahie si trovano vicini allo zero. Questo signifadee,
a basse densita, non si ha perdita di pacchettéunaonep dovrebbe aumentare raggiungendo il
valore 1 in corrispondenza della massima dengtitazone corrispondente ad una linea bloccata.
Una possibile scelta per la funzione di flusso selguente:

0, O<p<o,

p(p)= {pwm-a)

Ponac) TSP Prac

da cui segue che

vVp, O<p<o,
f P)=1us B (32)
) {% TS PS Pra:

Ponendo, per semplicit@,,, =1 e 0 =%, si ha la semplice funzione “a tendina”.
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Loss Rate

0.8} .
06}
04}

0.2r &

0 0.2 04 0.6 0.8 1
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Figura 3.2: andamento della probabilita di perdita.

Velocita
1
0.8}
0.6
04}
*,
-l \
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Load

Figura 3.3: andamento della funzione velocita.
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Figura 3.4: andamento della funzione flusso (aitex)d

Al fine di semplificare ulteriormente la trattazemassumiamo le seguenti ipotesi:
(F) Postop,.., =1, su ogni linea il flussof,  :[0,1} R & concavo,f(0)= f (1)= 0, ed esiste un

unico punto di massimo 0,1 .
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Si noti che il flusso di figura 3.4 o, piu generaime, il flusso dato dalla (3.2), soddisfa

'assunzione (F).

3.3 Dinamiche sulla rete

Su ogni linea di trasmissionig, consideriamo I'equazione di evoluzione

9.p,+0,f(p)=0, (3.3)
dove usiamo I'assunzione (F). Quindi, I'evoluzicske carico della rete viene descritta da un set

finito di funzioni
o [0,+00] x1; 1 [0,0™].
Su ogni linea di trasmissionlg, richiediamo cheo. sia una soluzione debole entropica della (3.3),

ovvero per ogni funzione test : [O,+oo[><|i - [1, regolare positiva e a supporto compatto su

]0,+[x]a ,p[, deve aversi

+ooly

”(p, f )a¢jdxdt 0,

05 ox

e per ogni KOR e ogni @ : [O,+oo[><|i - [1, regolare positiva e a supporto compatto su

]0,+o[ x]a ,h[, deve aversi

sl
N(M'M%wgn@.—k)ﬁ(ﬁ)— ))3@ dxdt= 0

Per ogniiJS (risp. i0D), bisogna introdurre funzione di inflow (risp. @atv), ovvero si

considerano funzioni misurabily; :[0,+o[ - [0, 2™] e le corrispondenti funzionj devono
verificare la condizione al bordp (t,a) =¢; (t) (risp. o (t,h) =¢. (t)) nel senso di [4].
Inoltre, per ogni lineal,, definiamo una funzione tipo — trafficar, che misura la porzione di

densita totale proveniente da ogni sorgente e igdggia verso ogni destinazione:

Definizione. Una funzione tipo — traffico su una linda e una funzione:
7 :[0,2[qg, ] *S*xD—[0,1]
tale che, per ogniJ[0,o[e x([a, B],

> ot x,s d)=1.

s0S, dID
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In altre parole, 7z (t,X,s, d) specifica la frazione di densit@ (t,x) che ha avuto inizio dalla
sorgentes e si sta propagando verso la destinazione fidale
Abbiamo assunto, nel modello discreto, che ai soditilizzi una politica FIFO. Di conseguenza, e
naturale che la velocita media, ottenuta nellagaaca di limite, risulta indipendente dalle sorgent
dei pacchetti e dalle loro destinazioni finalidltre parole, facciamo la seguente ipotesi:
(H5) Su ogni lineal,, la velocita media dei pacchetti dipende solovddbre della densitap, e
non dai valori della funzione tipo — trafficg .
Come conseguenza dellipotesi (H5), si ha chexég indica la traiettoria di un pacchetto
allinterno della lineal, , otteniamo che:

7T (t, X(t),s, d)= consli (3.4)
Infatti, consideriamo i pacchetti che, al tempsono in posizionex(t). Tali pacchetti hanno la

stessa velocita, per la (H5), cosi le loro trarét@oincidono, indipendentemente dalle sorgenti e

dalle destinazioni. In altre parole, al temipe t, tutti i pacchetti saranno in posiziomwét') . Allora,
le frazioni di densita, espresse dp sono le stesse &,x(t)) e a (t',x(t)). Considerando Il
differenziale totale rispetto al tempo della (Hddciamo la seguente equazione semilineare:

07T (t,x,s,d)+0 77 (t, x s Alvp (t )= 0. (3.5)
Questa equazione e accoppiata all’equazione (8.8pasi lineal,. Piu precisamente, I'equazione
(3.5) dipende dalla soluzione della (3.4), mentte giunzioni il valore di7z determinera la
distribuzione del traffico sulle linee uscenti, spiegato in precedenza.
Per semplicita e senza perdita di generalita, aissnm d'ora in poi, che i flussif, siano tutti

uguali ed indichiamoli corf. Quindi, il modello per una singola linea di trassione consiste di un
sistema di equazioni:
{pt +f(p), =0,
7 + 11, ¥(p) =0.
Per trattare I'evoluzione alla giunzione, introduob alcune notazioni. Consideriamo una

giunzioneJ conn linee di trasmissione entranti, indicate cbp...,I ,, e m linee di trasmissione

n+1? """ n+m*

uscenti, | Una soluzione debole perJ € wuna collezione di funzioni

g [0+ x1 » R, 1=1,..n+m, tali che

zm(ﬁ(p, %+ f(n )%)dxdt} =0,

1=1 ()a1
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per ogni ¢, | =1,...n+m, regolare e con supporto compatto ]+ x]a ] per I =1,...n
(linee di trasmissione entranti) e §@,+eo[x[a Q[ per I =n+1,..n+m (linee di trasmissione

uscenti), che sono anche regolari in corrispondee#ia giunzione, ovvero:

$,(.h)=¢, (3 ), '(Db) ¢ 2y F3): N j= L m

Osservazione Sia p=(p,....0..,) una soluzione debole alla giunzione J tale cheiogn
X - p(t,xX) abbia variazione limitata. Possiamo dedurre ghesoddisfa la condizione di Rankine

Hugoniot a J, ovvero che

zf(p.(tb D= f(p (ta+),

j=n+1

per quasi ognit >0 .

Per una legge di conservazione scalare, un probtéR&Eemann & un problema di Cauchy per un
dato iniziale di tipo Heavyside, che & una funzignstante a tratti con una sola discontinuita. Si
vogliono determinare soluzioni del tigo(t, X) = ¢(%) , formate da onde semplici, che sono il punto
di partenza per costruire soluzioni al problemaduchy mediante I'algoritmo del wave — front
tracking. Queste soluzioni sono formate da ondetimo®, chiamate “rarefazioni”, e da
discontinuita viaggianti, chiamate “shocks”. Laoata di tali onde e strettamente legata ai valori
della funzionef '( si veda [5], [7], [18]).

Analogamente, definiamo “problema di Riemann” pea giunzione il problema di Cauchy per dati

iniziali o, g,....0,.mo0[0,1] € 71 .,772% [1[0,1] costanti per ogni linea di trasmissione.

n+m

Definizione. Un Riemann Solver (RS) per la giunzione J € unapaae associa a dei dati di
Riemann p, :(pl,O""'lon+m,O) e Ny=(mq....7T,,,) in J i vettori p=(0,...,0nm) €

r=(7,...,7,,) tali che la soluzione su una linea di trasmissi@merantel,, i =1,... n, & data

dallonda (g, 4,2), € su una linea uscente, j =n +1,... n+m, dalle onde(p,,p, ,) € (77, 71 ).
Si richiede la condizione di consistenza:
R R%0,. M) = R@uMy).
Definiremo un RS alla giunzione in seguito. Unataathe é stato scelto un Riemann solver ed é

stata ottenuta la soluzione del problema di Riempnasiamo definire delle soluzioni ammissibili

alle giunzioni.
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Definizione. Assumiamo che sia assegnato un Riemann solveri&®S& S(p,,...,p0,.,) tale che
o (t,[) sia a variazione limitata per ogri=0. Allora, p € una soluzione debole ammissibile di

(3) associata al RS alla giunzione J se e solcatgono le seguenti proprieta:

(A) p € una soluzione debole alla giunziohe

(B) N €& una soluzione debole alla giunziohe
(C) per quasi ognit, ponendo

P, (1) = (o, C0-) o 0, OB ), P B+ ) 0 mba, ).
n,t) = (7 (Ch-),...,7,Cb,-), 7., Ca, ,*)... 7, 08, +)),

abbiamo che

R, (9,1, () =(p,(9, M,(D).

Specifichiamo cosa si intende per soluzione dinet@ammissibile (vedi [11]).

Definizione. Si consideri una rete ammissibi({@®,1 , F, J, S, D, R). Un set di condizioni iniziali e
al bordo (brevemente IBC) e dato assegnando dellenziéni  misurabili

o 1,=[0,0™], 7 :[q,h]xSxD—[0,1],i =1,...,N e delle  funzioni misurabili
¢, :[0,+[>[0,0™], i0SOD, e @, :[0,+o[—[0,1],i0S,jOD con la proprieta che
2.8, (t)=1.

;
Definizione. Si consideri una rete ammissibil@N,l , F, J, S, D, R) e un set di IBC. Un set di
funzioni p=(p,,....0y) con p [0,+oo[xl, [0, o™ continue dg0,+eo[ in L', e M =(7z,...,77,)
con 77 :[0,+oo[xI, xSxD+>[0,1], continue dg{0,+c[ in L, per ognisS, d0D, & una soluzione
ammissibile se vale la seguente condizione: ggré una soluzione debole entropica della (3.3) su
l.,,0(0,x)=p2 (x) per quasi ognixO[a,b], a(ta)=¢ () seillS e p(t,h)=¢ (t) seilID
nel senso di [4]. Ogniz e una soluzione debole dell’'equazione @)0,Xx)= 7 (x) per quasi ogni

xO[a, b] e per ogniidS, jOD, 7' (t,a)=4 . nel senso di [4]. Infine, ad ogni giunzione,

i
(,o,l'l) e una soluzione debole ed e una soluzione delastemissibile nel caso di variazione

limitata.



25

3.4 Distribuzione di traffico alle giunzioni

Si consideri una giunziongin cui ci siano linee di trasmissione con traffico entranteénee di

trasmissione con traffico uscente. Indichiamo gnft, x), i=1,..n e p, ¢,x),j=n+1..n+mle

densita di traffico, rispettivamente, sulle lineetrdsmissione entranti e su quelle uscenti, e con

(Pror+1Pnim,o) 1l dato iniziale.

Definiamo /™ e yi™ nel seguente modo:

o_ | F(Bo) sep,Ul00] .
7 —{ (@), sep,0]o1], i=1..nh, (3.6)
e
o _ | o), sep,0[0,0] =
4 _{f(pj,o), sep, ,0]o.1, J=n+d.n+m. (3.7)

Le quantitay™ e y™* rappresentano il massimo flusso che pud essezaubtt da una singola

onda soluzione su ciascuna linea di trasmissiarfiggl, indichiamo corQ; e Q, le quantita:

Q. =[0,)™], i=1...n,

Q, =[0,)/™], j=n+1..n+m,
e con y. e y, le quantita y . =(f(0),...T 0, Vou=F Opu1)s--orf 0, ) dove
P=(P,-P..m) € la soluzione del problema di Riemann alla gionei
Discutiamo ora alcune possibili scelte per la foneidi distribuzione del traffico:

1) r,:Inc(J)xSxD — Out(J);

2) r1,:Inc(J)xSxD (4.0ut(J), ovvero r, & una multifunzione.

Figura 3.5: interpretazione grafica della funzididistribuzione di traffico.
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Ser, e di tipo 1), allora ogni pacchetto ha un percatsterministico, cioé alla giunzionkil

traffico, che e iniziato alla sorgentee had come destinazione finale e che proviene dallaalidie

trasmissione, viene indirizzato verso un’assegnata linég (i,s,d)= j).

Invece, ser, e ditipo 2), alla giunzion&il traffico con sorgents e destinaziond, proveniente da
una lineai, viene indirizzato su ogni line& JOut(J) o su qualche linea, LOut(J). Possiamo
definire r;(i,s,d) in due diversi modi:

ry:Inc(J)xSxD - Out( J),

22) r; (i,s,d) O Out(J);

Out(J)

2b) 1, :Inc(J)xSxD C, [0,

rG,s,d)= (@™, . .a;>" ™ con 0<a}®* ' <1, jO0{n+1,..,n+m}, X a> =1,

Figura 3.6: interpretazione grafica della funzidndistribuzione del tipo 2b).

Nel caso 2a), dobbiamo specificare in che modmaffito alla giunzionel viene direzionato sulle
linee di uscita.

La definizione 2b) significa che, alla giunziodeil traffico con sorgentes e destinazione,
proveniente dalla lined , viene indirizzato sulla linea di uscifaj sn+ 1nt,m con probabilita

i,s,d,j
a, .

Definizione.Una matrice di distribuzione & una matrice

A={a,} oo™

j=n+l,..n+m,i=1,..n

tale che

0<a;; <1, > a,, =1,

j=n+1
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per ogni i=1,..n e j=n+l..n+m, dove a,, e la percentuale di pacchetti che arrivano

dalla linea di trasmissione entrante i e che sighno verso la linea di trasmissione uscente |.

Nel caso 1) possiamo definire la matriéenel seguente modo. Si fissi un tempo e assumiamo

che per ogni iDInc(J),sDS, e dODmz(t,0is,d) ammetta limite alla giunziond, ovvero

limite sinistro aly . Per iO{L,...,n}, j{n+l,...,n+n}, poniamo

a, = z 7(t,h-,s, d).

sS, dOD,
ry(i,s,d)=j
Affinché i flussi f, (@) siano consistenti con le funzioni tipo — traffiadevono soddisfare la

seguente relazione:

f (pj ([L g, +)):Z_1:aji f (ﬁ? (G IP_))
perognij=n+ 1,.n+m.
Analizziamo come definire la matride nel caso 2a). Possiamo assegna#,s,d)Ur, (i,s,d) e

porre:

a;; = z 7(t.h-,s d),

<3S, dOD,
i:g@,s,d)=j

a,, =0, ifj0r, (,5,d).

Esempio.Si consideri una giunzione J con due linee entrght2} e due linee uscent3, 4} e si
supponga che r,(1,s,d)={3,4, e r,(2s,d)={3}. Dal momento che a,,=0, abbiamo

a,,=1. 1 coefficienti a,, e a,, possono assumere i seguenti valori:

a,, = 0, a;,= 1,
a,, =1, oppure a,,=0.

Otteniamo un numero finiti di possibili matriéi :
01 11
A= , A= :
10 00

Osservazione.Questo modello propone una strategia esclusivattinftutti il flusso di pacchetti

alla giunzione viene instradato dalla linea 1 alilaea 3 o alla linea 4.
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Comungue, € piu naturale assegnare una strateggaitfile, definendo un insieme di matrici

ammissibiliA nella seguente forma:

A :Oay®*7000,1, Y ay>* =1ay>" =0, ifjOr, (s d):

j=n+1

a,= 7(th-,s day=*!

sCS, dOD,
jOry(s.d)

A =

Infine, trattiamo ora il caso 2b).

In questo caso, la matriéeé unica ed e definita da:
a, = Y, #th-s da*.

sCS, dOD

3.5 Riemann solvers alle giunzioni

In questa sezione, definiamo le soluzioni dei pFrobldi Riemann alle giunzioni, dal momento che
guesto ¢ il punto di partenza per costruire lezgohi del problema di Cauchy mediante I'algoritmo
del wave — front tracking.

Descriviamo due diversi Riemann solver alle giungiche rappresentano due diversi algoritmi di
smistamento:

RA1 Assumiamo che:

A. il traffico dalle linee di trasmissione entrantinga distribuito verso le linee di trasmissione
uscenti in accordo a dei coefficienti fissati;

B. nel rispetto della regola (A), il router sceglie idbltrare i pacchetti in maniera tale da
massimizzare il flusso (inteso come numero di peitchhe devono essere processati) sulle
linee entranti.

RA2 Assumiamo che il numero di pacchetti attraveesgiinzione venga massimizzato sia sulle

linee entranti sia sulle linee uscenti.

Osservazione Nel seguito, analizziamo il caso in cui le funzidndistribuzione del traffico siano

del tipo 2). Il caso 1) e stato considerato in [Lidando la seguente regola:

(RGP) Assumiamo che:
A. il traffico dalle linee di trasmissione entranteri distribuito sulle uscenti in accordo a dei
coefficienti fissi;



29

B. nel rispetto della regola A. , il router scegliesdiistare i pacchetti per massimizzare
6,12 ()~ eldis( (A, [, O, of
con la condizione che
(6,8 )=, (g (b)), Dj=n+l.nem

dove ¢, e ¢, sono costanti strettamente positivedist(LJr) indica la distanza euclidea in
R"dalla rettar, che & data da

Vo= P

Vo = PrdVoas

e (p,.-,p,,) determina un livello di priorita per le linee emttiaalle giunzioni. Questa

procedura di massimizzazione considera prioritdireee entranti e assicura la continuita

delle soluzioni rispetto ai coefficientr.

3.5.1 Dinamiche ai nodi secondo I'RA1

Dobbiamo distinguere i casi 2a) e 2b).
Nel caso 2a), per risolvere il problema di Riemalia giunzione, bisogna provare che la regione

ammissibile & convessa. Proviamo dapprima il segdemma.

Lemma. L’'insieme A & convesso.

Dimostrazione. Consideriamo una  combinazione  convessadA +(1-A)A,  con

A0[0,1], A, A OA . Abbiamo:

AA+A-DA,) ;=4 > rayi® I +1-A) 3 "oy’ =
sOS, dOD, §1S, dID,
jOr(is.d) Oy @s.d)

>, AAaE +A=-Nat )= 3 mayt,
s0S, dOD, sOS, dOD,
jOry(.s.d) jOry(.s.d)

con 4'>*10[0,1]. Inoltre,

n+m n+m mm

Y a5 = Y (a3 A=t = Y ait 1-4) Y alst =1

j=n+1 j=n+1 j=n+1 j=n+1
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allora AA+(Q-1)A0A.=

Si noti ora che la regione ammissibile € data da:
Qo ={7 1 7OQ,x..xQ JADA te.AYOQ ,, x.xQ ,

Possiamo provare che tale regione € convessa alpgnbcaso di giunzioni con due linee entranti

e due linee uscenti. Piu precisamente, abbiamegiente lemma:

Lemma. Si consideri una giunzioneJ con n=2 linee entranti e m=2 linee uscenti e si

assume che ci sia un’unica sorgente ed un’unicéirtiesone. Allora, l'insieme_,,, & convesso.

m

DimostrazioneDobbiamo considerare i seguenti casi:

i) r@s,d)=3 e r(2s,d)=3

i.)  r;@s,d)=3 e r(2s,d)=4;
iii.) r,@,s,d)={3,4 e r(2;s,d)=4;
iv.) r,;(4s,d)={3,4} e r(2,5s,d)={3,4}.

Tutti gli altri casi possono essere ottenuto chiadaale linee in maniera diversa. | casi i) e iipgo
immediati, poiche y0Q, xQ, soddisfa y0Q,,, se e solo sey;, +y, < 3 (casoi)) oy, < ya™
e y, <y, (casoii)).

Si consideri ora il caso iii). Allora,Ay, AOA, € il segmento che unisce il punt(y,y,) e il
punto (0,);+),). Si ha chey0Q,xQ, soddisfay0Q,_,
7 <y

Infine, si assuma che valga il caso iv). Allor&dy, AOA, é il segmento che unisce il punto

se e solo sg, +), < yi+y, ™ e

m

(i +7,0) e il punto (0,);+),). Quindi yOQ,xQ, soddisfa yO0Q,,, se e solo se

o) o) ax max
WV, S yes+y™.

Se la regione Q_, € convessa, allora le regole (A) e (B) corrisporadal problema di

m

programmazione lineare:

max (, + y/, ).
max(, +, )

adm

Tale problema ha chiaramente una soluzione, chexpn@ssere unica.
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Consideriamo il caso 2b). Introduciamo alcune notaz

Definizione. Siar :[0,1] - [0,1] la mappa tale che:
«  f({@(p)=1(p) perogni pU[0,1];
* 1(p)# p perogni p[0,1\{ag} .

Chiaramenter e ben definita e soddisfa:

O<p<o - o0=<r1(P)<],
o<p<le 0<sr(P)<O0.

Sia{e,..., e} la base canonica di" e, per ogni sottoinsiemé (0[] ", siaV" il suo ortogonale. Si
definisca, per ognii=1,..n,H ={}”, ovvero liperpiano ortogonale @& e, per ogni

j=n+l..n+m, sia a, ={a,...,a,}00" e si definiscaH, :{aj}D. Sia K il set di indici
|
k=(k,...k), I= I<sn-1] tale cheO<k <k, <..<k < n+ me per ognikOK, sia H, :thHh.

Ponendol= (1,...,0)0", assumiamo che

(C) perognikOK, 10H,’.

Nel caso 2b), sussiste il seguente risultato:

Teorema. Sia(N,I,F,J, S, D, R) una rete ammissibile e J una giunzione con relieetranti e

m linee uscenti. Si assuma che il flussa[0,1] - R soddisfi (F) e che la matric& soddisfi la

condizione (C). Per ogni g, o,....0,.mo1[0,1], € per ognizz?,..st58 0[0,1], esistono densita

n+m

Ai,--P..» € un'unica soluzione ammissibile centrata,= (o,,...,0,..,), &lla giunzione J, tale che:

P 0.0= 0 o, P (ODF Py o »
(0,08, d)=m,.. 1" " (0s,dF 3¢ (1S ,dID)

n+m !

Abbiamo che:

5 ) (Ad OJ(ndl] se0<pg, <o
" [o], seg<p, <1,

R [0,0], se0<p,,s0,
p; U ] =n+1,..n+m,

{p,d 00, 0 p o[ seogs<p <L,
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e su ogni linea entranté, i=1,...n, la soluzione consiste di una singola onga,, 2 ), mentre
su ciascuna linea uscente, j=n+1,...,n+m, la soluzione consiste della singola on@@, o, ).
Inoltre, 7z (t,0}s,d)= 77> per ognit 20,i 0{L,...,n},s0S,dOD e

Y a i eh s d) (3)
7 (t,a +,s, d)== A
f(3)

perognit=0,j0{n+1,....n+m}, SIS, dID.

3.5.2 Dinamiche ai nodi secondo I'RA2

Per risolvere il problema di Riemann in accordéakgbritmo (RA2), abbiamo bisogno di alcuni
parametri addizionali chiamati parametri di “priafi e di “distribuzione del traffico”. Per
semplicitd di esposizione, consideriamo prima unanzjone J in cui ci sono due linee di

trasmissione con traffico entrante e due lineera$snissione con traffico uscente. In tal caso,

abbiamo solo un parametro di priori@D]O,][ ed un parametro di distribuzione del traffico

a0]0,1 . Denotiamo con(p, 4, 05,0 P50 49 € (T 755,756,772 ) | dati iniziali.
Per massimizzare il numero di pacchetti che, ats/ una linea di trasmissione, entrano in una
giunzione e da questa escono, definiamo
r=min{rp,rm,
dove 2 = )™+, ™ e [0 =y, +y,". Dunque, vogliamo ottenerfe come flusso attraverso

la giunzione.
Si puo facilmente notare che, per risolvere il peota di Riemann, basta determinare i flussi

v, =f(2), i=12. Infatti, per avere onde semplici con velocita rappiate, cioé negative sulle

linee entranti e positive su quelle uscenti, assegn i vincoli (3.6), (3.7). Osserviamo che si puo

calcolarey, = f(0), i =1,2 senza considerare il tipo di funzione di distriobne del traffico.

Dobbiamo distinguere due casi:
) r™=r;
) Ir>r
Nel primo caso, poniam@ = y™,i =1,2.

Analizziamo il secondo caso, in cui usiamo il paetnm di prioritaq. Non tutti i pacchetti possono
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entrare nella giunzione, e si@ la quantita di pacchetti che puo farlo. Dungg€ pacchetti

provengono dalla prima linea entrantéle q)C pacchetti dalla seconda.

C

(I-g)C

Figura 5.7: interpretazione del parametro di péori

Consideriamo lo spazi()yl,yg) e definiamo le seguenti rette:

R
r.q - VZ_TVI’
e y1+y2:I'.
Sia P il punto d'intersezione delle lineg, e r.. Ricordiamo che il flusso finale dovrebbe

appartenere alla regione:
Q={(y1,y2) L0y < Y™ =1,% ‘
Distinguiamo due casi:

a) P appartiene &2 ;
b) P non appartiene & .

Nel primo caso, scegliamo (f/l,f/z):P, mentre, nel secondo caso, scegliamo

(;71,;72) =Q = proj,,, (P), dove proj e la proiezione canonica su un insieme convesso.

k2]

Figura 5.8: Riemann solver nei casi a) e b).
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Il ragionamento si puo ripetere anche nel casa tnee entranti. Inl" la rettar, e data da

r, =tv,, t00 , conv, 0A , dove

A ={(y1,...,yn): y,20ji=1,.n Zyi = }
i=1

e il simplesso di dimensiong@-1) e

H, ={(y1,...,yn): Sy, = r}

i=1
€ un iperpiano conl = min{%j |74 %)tyjma’} . Poiche v,JA ,, allora esiste un unico punto
P=r,nH.. Se POQ, scegliamo (y,...,)=P. Se POQ, allora scegliamo
(Vrr-nV)=Q= proj,..,. (P), la proiezione sull'insieme&2 n H.. Si osservi che la proiezione e
unica poichéQ n H, e un sottoinsieme chiuso convessdgli.
Osservazione Una possibile definizione alternativa nel casd]® e scegliere(y,,...,J,,) come
uno dei vertici diQ n H,.
Come per l'algoritmo (RA1)77>" = 775°, i =1, 2.
Determiniamo, oray,, j = 3,4.
Come per le linee di trasmissione entranti, dobbiaistinguere due casi:

) rmex=r;

out

) rm™sr,

out

. A max s - N
Nel primo casoy; = y/™, j =3,4. Determiniamoy, nel secondo caso.

Riferiamoci ada, il parametro di distribuzione del traffico. Poéchon tutti i pacchetti possono
essere smistati sulle linee di trasmissione uscsi@iC la quantita di pacchetti che puo farlo.
Dunque, aC pacchetti verranno instradati verso la linea usxdn e (1-a)C verso la linea

uscentel , . Si consideri lo spazify;,y,) e si definiscano le seguenti rette:

. _1-a
lo = Va _TVS’

o yaty,=T.
La rettar, puo essere calcolata a partire dalla matdAcelnfatti, se assumiamo che la matrice di

distribuzione del trafficoA sia assegnata, allora calcoliam...,y, , e scegliamov, OA, , da

v, =0, n{tA(,..7,): tO0},
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dove

A ={(yml,--.,yw”): Vo2 0i=1.m>y, = }

i=1
e il simplessqm-1) dimensionale.
Se abbiamo un’unica matricA& ed un unico vettore,, allora i flussi sulle linee uscenti vengono

calcolati come nel caso senza sorgente e destimag9)).
Dobbiamo distinguere il caso 2a) e il caso 2b)ladéunzione di distribuzione del traffico.

Caso 2a)introduciamo l'insieme

G={Ap. : AUA}.

Lemma. L’insieme G & connesso.
Dimostrazionel’insieme G e I'immagine di un insieme connesso attraversornappa continua.

Fissati(},),), la mappa e definita da:
(@;*%%a**)0[0,9x[0,1] - ./ +,-%),

— Iy ,d~1,5d,3 oy sdx 2,54
dOVGZ—SZEj(ylﬂf aysC+p e ). m

Indichiamo con G, e G, i punti finali di tale insieme. Dal momento cimel caso 2a), abbiamo
un infinito numero di matrich, ognuna delle quali determina una retfa, scegliamo la retta “piu
naturale” r, , ovvero quella piu vicina alla linea statisticsterminata dalle misure sulla rete.

Si noti che i flussi finali devono appartenere afigione:

Q:{(ys,y4) 10y, <™ :3,1} .

3

Figura 3.9: Funzione di distribuzione del traffdictipo 2a).
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SianoP=r,nr, R=( =y Vi), Q= (s s —y;"). Distinguiamo tre casi:
a) GnQnr. 20,
b) GnQnr. =0 e p,(G)<yy(R),

c) GnQnr =0 ep(G)>y™

Se linsieme G ha una prioritd sulla retterr  deniamo (73,74) nel seguente. Nel caso a),

definiamo (J;, 7,) = Projg.q., (P) , nel caso b)(j;,,) =R , e infine nel caso c|;,,) = Q.

Altrimenti, se r. ha una prioritd suG, definiamo (;73,;74):%ignF(y,ra ,G), dove F é un

funzionale convesso che dipendejdar, e dallinsieme G degli standard di instradamento. Una
possibile scelta diF & F=d(y,B), dove B=wr, +w, ] rdr, con w,w, numerireali ed

G
indica una distanza.

Il ragionamento puod essere ripetuto anche nel deM linee uscenti.

Il vettore 77, j =3,4 viene valutato nello stesso modo visto per I'dtgmo (RAL).

Caso 2b)Distinguiamo due casi:
a) P appartiene &2 ;
b) P non appartiene &.

Nel primo caso, scegliam¢y;,y,)=P, mentre nel secondo caso scegliafjg,y,)=Q, dove
Q= proj, (P). Possiamo estendere quanto detto al casmdinee uscenti come per le linee
entranti, definendo liperpianoH; ={( ¥, .. Vi) © ZjemaV; =Tt € scegliendo un vettore
v, UA, .

Infine, definiamo7>¢, j = 3,4, come nel caso 2a):

S (0 -5 d) £3)
71, (t,a, +,s,d) == A
f(5)

per ognit =0, j0{n+1,....n+ m}, sOOS, dOD.
Osservazione Osserviamo che nel caso dell’algoritmo (RA2) troviaseparatamente la soluzione

per le linee entranti ed uscenti.
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max
out

Osservazione.Se ;" <I'»* possiamo definire un diverso Riemann solver, cmmando un

ordine di priorita per l'instradamento dei pacchett (s.,d )= G.(s,. d)=¢.(s, d)= £... |

pacchetti vengono inviati fino a quando la quanttgpacchetti spedita e pari a:

D

=1 i=1

dove 7 é il minimo tale che

DY >T.
=1 i=1

/ n

Definiamo d = => "> "7 y;,,. Allora,

i
=1 i=1

-1

A C,

Y1 = 277.'17/10 + d/2,
=1
-1

)72 = Zﬂ.’g'jfzo + d/2.

=1

Una volta definite le soluzioni al problema di Reem, pud essere usato I'algoritmo del wave —
front tracking per costruire una sequenza di sohizapprossimate.
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